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HennHeapHo enacTUYHO KNaTHO

Munan C. Kosauesuh', Mupocnas Josanosuh?

pupodro-mamemamuyku aryamem, Kpazyjeeau, Cp6uja
2rumuasuja ,,Jocug Manuuh” bajuHa bawma, Cpbuja

ANCTPaKT. Y 0BOM pajy je onuvcaH eKCrnepumeHT ca eNacTUYHUM KNaTHOM, KOjWU moxe omoryhutu
TaNeHTOBaHWM U HAANPOCEYHUM YYEHULMMA fa YCBOJeHO TPafMBO Koje Cy €a CBOJUM BPW HaLMMa
yuunm y wrkonu, aybsbe npoyde U npumere. ONUCaHU EKCMEPUMEHT ce MOXKe peanunsosatu bes
MHOTO ynararba y 1abopatopujcku npubop 1 NoTPOLLHW MaTepuja, M Kao Takas je 40CTynaH CBUM
wronama. MocebaH aKueHaT je Ha meperby Ca enacTMYHUM KAaTHOM Koje ce ynoTnykbyje ca
oArosapajyhom HyMepUUKOM CUMYNAUMJOM KPO3 KOjy YUEHWMK MOMe CamOCTanHO 4a oApeam
pesoHaHTHY Macy KaaTHa.

K/byuHe peun: enactmyHo KNaTHO, HeIMHeapHe ocuunaLumje.

yBOA,

Ha canum 1 je npukasaHo enacTMYHO KNaTHO Koje ce cacToju U3 Tena mace m yyspwheHor o
€/1aCTUYHY OMNpyry KOHCTaHTe k. AKO je maca Tena M pocTa Beha oa mace enacTuuyHe onpyre
Mmaca orpyre ce MOXe 3aHemapwTH LTO NojeAHOCTaB/bYje aHaAM3y KpeTaka KaaTHa. Takohe,
NIMHeapHe AUMeH3uWje Tena Cy AoCTa Marbe 04 AyXUHe onpyre.

C/IMKA 1. EnactnyHo K1aTHO ¥ NONOXajy Kaja onpyra 3aknana yrao ¢ ca npasuem Y -oce (c/MKa neso);
CW/e Koje aenyjy Ha Teso mace M Kaja ce OHO HasiasW y noaoxajy (x,y) (cnauka aecHo).

MaKo je enacTMyHO KNaTHO penaTMBHO jedHOCTaBaH CUCTeM, Nog oapeheHum ycnosuma,
KpeTatbe K/AaTHA je CNOXKEHO KpeTatbe, M jako 3aBMcU 04, BPeAHOCTM napamerapa cuctema
KNMaTHo-onpyra (Mace Tesia, KOHCTaHTE onpyre, U Ap.) KA0 M NOYETHUX YCA0Ba. AKO JenoBarbem
CNoJballikbMX CUMa CUCTEM U3BEAEMO U3 PABHOTEXKHOT MONOXKaja, nobyhueBarbem UCK/bYYMBO
BEPTMKAZHUX OCUMAaLMja, 3aTUM ra NyCTMMO, OHAA OH BPLUM XapMOHMJCKO OCLMAOBakbE.
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MeRyTum, ako je GppeKBeHLMja BEPTUKANHMUX XapPMOHUJCKMX OCLMiaumja TauHo Apa nyTa geha
00 OdpeKBeHLM[e OCLMAOBatba MaTeMaTWUKOr K/aTHa, BepTWKasHe ocuunaupje noctajy
HecTabunHe, M nobyhyjy ce XxopusoHTanHe ocuunaumje. YKYMHO KpeTakbe KaaTHa ce moxke
nocmaTpaTi Kao CcyneprnosvuuMja ABa KpeTara: BEpTUKajHWX OcuMnauuja Tena mace m
obeweHor O enacTUUHy OMpPYry KOHCTaHTE «, M OCUMAOBakba “mMaTemaTuykor” KnaTHa
MPOMEH/bUBE fyKUHE. Y OBOM pajy je Hajnpe UCnuUcaH 1 aHajM3upaH HeslMHeapaH cucTem
KYN/I0BaHMX jeflHAYMHA KpeTatba OMUCAHOr KAaTHa. 3aTUM je MpWKasaH eKcnepumeHT ca
KNaTHOM MPOMEH/bMBE Mace ca UW/bem [Ja ce oapeaM Pe3OHAHTHW YCA0B Kaja BepTUKanHe
oclmMnaLmje npenase y Xopu3oHTanHe n obpHyTo.

JEOHAYMHE KPETAHA

Oa 61ucmo 4o6nnm jegHaunHe Kojuma ce onucyje KpeTarbe HesIMHeapHor KnatHa, youumo
CBE CuAe Koje Aenyjy Ha Teno mace m Kaga ce OHO Hahe y Tauykn (x, y). O3HauMmo ca

o = k| m KpyKHY GpeKBeHLM]y BEPTUKATHUX XapPMOHWJCKMX ocumnaLmja. AKo je 1, AyKuHa
HeonTepeheHe enacTuuHe onpyre, NOC/eE Bellaka Teaa mace m AyKWHa KnaTHa Buhe =+,

,The je 1 = mg/ k.Y NONOXajy Koju oArosapa Taukm (x, ), [yMUHA KNaTHa U3HOCK A (oBa

LysKMHa ce Merba TOKY OCLM/I0Bara KaaTtHa). TpeHyTHW Nososkaj knaTHa je ogpeheH nonapHum
KoopauHaTama A U @ . CarnacHo Apyrom HbyTHOBOM 3aKOHY, je[jHauMHa KpeTarba KNaTHa uma

061K
ma =1+ mg. (1)
MpojekToBarbem BEKTOPCKE jeAHaunHe Ha npasal, x -oce, fobuja ce ckanapHa jeaHavnHa
mx=—1sin
4 (2)

roeje sing = x/ A, a unTeHsuteT enactuuHe cune je 7 = «(A—1,). OBae je yBeaeHa o3HaKa 3a

APYTU M3BOA N0 BPEMEHY, Tj. X = o’ x/ ac” . JeiHauMHa (2) ce Mmoxe npenuncatn y obanky

.. X
mx=—~)<(/1—/+/—/0)—. (3)
A
AKo ce jeaHaumHa (3) mogenu ca ,, M y HacTaBKy BeAMYMHE x U A MOCMATPamo Kao
HOpMa/nM30BaHe, jeAHaYNHA KpeTarba Ay Npasua x -oce je
. A-1
X+a)fX:— x N (4)
A
roeje @ =+/g /1 kpymHa dpeKBeHUMja XOPU3OHTAIHUX OCuMaaLnja, 1 ﬁ:a)f —a)f . CanyHo,

npojeKkumja jeaHadmHe (1) Ha npagay, , -oce gaje

my=—k(A—1,)cos@+ mg (5)
Kopuctehu ce cAMYHMM NOCTYMKOM Kao W y NOCTYnKy W3sohetba jeaHaunHe (4), jeaHadmnHa (5)
nocraje

my =—k(A—1)cos@+ mg(l—cos ) (6)

raejecos@ = (i + ,)/ A. YKibydnBarbem BeMUMHa @, @ ¥ [, rpynucarbem cpofHUX Y4iaHoBa
no6uja ce jeaHadnHa y obamnky
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}+wfy:—,8+ﬂ1;y. (7)

JeaHauune (4) v (7) npeacTas/bajy cUCTEM YMjUM pelwaBakbem ce fobujajy KoHayHe jeaHauynHe
KpeTarba KnatHa, Tj. () WM »(:). AKO ce y jeaHaunHu (4) usabepe A =1, gecHa cTpaHa
jeAHaunHe nocTaje Hyna. CAUYHO, ako ce y jeaHaumHu (7) nsabepe A =1 3a ,=0, pecHa

CTpaHa jeAHauyunHe Takohe nocTtaje Hyna. OBO je NOTBPAA O KOPEKTHOCTU OBUX jeaHaunHa. Pagm
60s/be NpernefHoOCT! rPYNULWMMO HEJIMHEeapHEe KYNI0BaHe jegHaunHe KpeTarba:

-1
:‘(.+a)2)(:_ x ) |
i yih P {1
Sty =B+ f (1)
2
JINHEAPHA TEOPMIA

AKko ce y jegHaunHama (1) v (ll) yame anpokucmaupja x<<1 mn y<<1 (geTasmbu ussohera cy
Zatny Ped.[3]), nobuja ce cuctem jeaHaumHa

;+a)fx=_ﬂxy (lﬂ)

1
_;+Cl)v2y :——ﬂxz
2 (1in)

OBaj cucTtem je ocHOBaA 3a AIMHEAPHY aHaAU3Y eNacTUYHOr KaaTHa, Buaetun Ped. [1].
Heka cy Ha noyeTky nobyheHe camo BepTUKanHe ocuunaumje, Tj. y= Acos(w ) uuja je
amnantyaa A. Tapa jegHauunHa (In) nocraje

I+[a)f+ﬂAcos(a)vt):|X:O (10)

Koja nma o6amk Mathieu-oBe jegHauuHe [4]
.);+[a+16qcos(2f)]x:0, (11)

roe je =1/, a=44/1=4mg/ (i) U a=Al-2/4)/4. Yenoe -=1 oparosapa
napameTapckoj pesoHaunju @, = 2w, . OBaj YC/10B MOXKEMO HanucaTh y 06AnKY 4m,g = x/ WK
mp = ki, /(3g). Maca m,ce HasuBa pe3oHaHMHa maca. [lpn 0BOj BPeAHOCTW Mmace, cucTem

onpyra-teno nocraje HectabunaH, BepTUKanHe ocuMaaumje npesase y XOPWU3OHTaHE U
o0bpHyTO.

HYMEPWUYKO PELLUEHE

Hymepuuko peuwerse cuctema (I-ll} ce moxke go6uTH, Ha NpUmep, NPMMEHOM MaKeTa
Wolfram Mathematica 8. Kao peluetbe ce no6uja BpemeHCKa €BOAYLMja XOPU3OHTaNAHUX U
BEPTMKaJHUX OcUMAaUMja eNacTUYHOT KNaTHa, Tj. amnauTyae oBux ocumnaumja A n Ay
dyHKUMjM o BpemeHa (CamKa 2). Y TOKY OCLMNOBatba, EHEPrMja BEPTUKaNHUX OcLuAalivja ce
TpaHcpopmuLe y eHeprujy XopusoHTanHux ocuunaumja. NMocne oapeheHor Bpemena, anantyaa
BEPTUKaNHWUX OCUMAALMja NOCTaje MUHUMANHA AOK aMNAUTYAa XOPU3OHTA/IHMX OocLuMAaumja je
MakcumanHa. TpopadyH je ypaheH 3a onpyry 4Yuja je KoHcTaHTa 50 N/m v paBHOTEXHY AYKUHY
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onpyre 100 cm. Ha camup 3 je npukasaHo Hymepuuko peluerse cuctema (ln-lln) 3a ucre
BPEAHOCTM KOCHTaHTe 1 Ay>KWHe onpyre. Y 06a cnyyaja pesoHaHTHa maca wsHock 1,274 kg.

Ah A‘,

C/MUKA 2: XopusoHTanHe (McnpexkuaaHa AuHUja) v BepTUKa/He ocLunaluje (MyHa MHKja), NyHa Teopuja,
jeaHaunne (4) v (7) [3]; k =50N/m, I=1m, m=1,27kg .

An A,

S

CNUKA 3: XopusoHTanHe (MCMpeKkuaaHa AWHWja) W BepTuKanHe ocuunauuje (nyHa suHuja),
AIMHeapU30BaHM cUucTem jeaHaumnnHa (10) n (11)) [3]; k=50N/m, /=1m, m=1,27kg.

AEMOHCTPALUOHU OTNEA

Mako je Teopuja HeNMHEAPHOr KnaTHa AOCTa C/AOXKEHa, Orfef ca Kojum ce MoKe
AEMOHCTPUPATH KpeTakbe OBOT K/1aTHa je pesiaTMBHO jeIHOCTaBaH U He 3axTeBa CKyny anapaTypy
(Cnuka 4). EnacTMyHa onpyra ce oKayn O XOPWU3OHTAHY Npedky U nycTu Aa Bucu. KoHcTaHTa
onpyre je k .3a aokbu Kpaj onpyre ce obecu Ter mace # KOju UCTEXE ONPYry A0 PaBHOTEXHOR

. ) ki
nonoaja. Maca Tera Tpe6a aa 6yae npubAMKHA PE3OHAHTHO] Mack m, = —2 . Y eKCepUMeHTY

ce Hajnpe nobyae BepTuKanHe ocuunauuje amnautyge A,. Ha noveTky XOpWU3OHTanHe

ocumnaumje cy seoma cnabe, CKOpo Aa UX Hema. BpemeHom BepTuKanHe ocuunauuje ce
NpUryllyjy, rUXoBa amnautyaa nocTaje cBe markba, W nocne ogpeheHor BpemeHa oBa
aMnnTyaa noctaje MUHUMaAHa, AOK amMNaUTyAa XOPWU3OHTaNHWMX OCLMAaLMja Hapacta go
MaKCcMMasHe BPeaHOCTU.
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C/IUKA 4: leMOHCTPaLMOHK OrNes 3a HeIMHeapHe XapMoHMjcKe ocuunauurje. Maca Tera je nsabpaHa Tako
43 je npubavkHO jesHaka pesoHaHTHoj macn m, =kl / (3g).

ENACTUYHO K/IATHO NPOMEH/bUBE MACE

Y eKkcnepuMeHTy je Hajnpe ogpeheHa KOHCTaHTa enacTuuHe onpyre. O onpyry gyxuHe 11 cm
OofaBaHW cy Terosu nodesln og 20 g ao 80 g. MpumeHom XyKoBor 3akoHa Amg =kAl,
nobujeHa je cpearba BpPeAHOCT 3a KoHCTaHTy onpyre k=9,2 N/m. MowTto je oapeheHa
KapaKTepuCcTUKa onpyre, Ha ONpyry je oKa4eH NAacTM4HU “KoHTejHep” npeyHmKa 6 cm v BUCKHE
5,5 cm Koju ce Morao HanyHutu ca npubaumxkHo 100 g Boge. Ha camum 5 je gata ¢potorpaduja
eKcnepmmeTa €a e/1aCTUYHUM KI1aTHOM NpOoMeH/bUBE mace.

C/IUKA 5: EnacTM4HO KAaTHO NpomeH/buBe mace.
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HakoH Kauera mpasHor “KoHTejHepa” edeKTUBHA AysKUHa KnaTHa je u3Hocuna lo=15 cm.
Maca onpyre je m, =12,75g . Maca npasHor koHTeHjHepa je m, = 19,5g . Maca Tena okayeHor

Ha enacTuuHy onpyry 6uhe m =m, +m,, roe je m, maca soge. Maca onpyre je 3aHemapsb1Ba y

v
opHocy Ha macy M. Ca gotbe CTpaHe KOHTejHepa, Yy LeHTpy, npobylweHa je pyna npeyHunka 1
mm. Y paBHOTEKHOM CTakby, Bpeme noTpebHo Aa cBa BOAA U3 KOHTEjHepa UCTEKHe je OKO 25 s,
M3Boherbem ocumnaTopa M3 pPaBHOTEKHOr MOJIOXKaja Y BepTMKaAHOM npasuy, nobyheHe cy
MCK/bYYMBO BepTHKanHe ocuunauunje y = Acos(m,t). Kako ocumnosare Hanpegyje, maca

KfaTHa ce cmarbyje, a KpeTarbe nocraje cBe Opxe. Y HEKOM TPEHYTKY, MNojaBbyjy ce
XOpPU3OHTaNHe ocuunaumje. KnaTHO nposiasM Kpo3 Tauky Koja OArosapa napameTapcKoj

. m
PE30HAHUMM. M3MEpUAM CMO KPUTMYHY Macy M Hawau ga oHa usHocu mp =48,25g.

ki
MpumeHom popmyne ni, = 3—0 Ha/fa3MMo A3 0Ba Maca M3Hocy 46,89 g. MpoueHTyanHa rpeluka

meperaje & =2,8%.

3AK/bYYAK

Y pagy je aKkueHaTt Ha AEMOHCTPALMOHOM Orfiefly Kao M eKCMepMMEHTY Ca eNacTUdHUM
KJAaTHOM MpomeHs/brBe mace Koju he nosehaTu aKTUBHOCT CBMX y4eHUKa Ha 4vacy dusuke.
UcToBpemeHo oHM Tpeba Aa gonpurecy nosehakby moTuBauuje M 6o/bEM MHAMBUAYANTHOM
Hanpe4oBakby NojeaMHaLLa Y CKAALY Ca HUXOBUM MHTENEKTyanHUM cnocobHocTuma. Maeja ca
WYN/bUM KOHTEJHEPOM je UHTepecaHTHa peanu3almja KNaTHa ca NPOMEH/bUBOM Macom, a
YyYEHULMMA OCTaB/bAaMO [a OHW CamM Tparajy 3a HEKMM HOBUM MAejama KaKo HanpasuTh
€/1aCTUYHO KNaTHO MPOMEH/bUBE Mace. AHA/M30M eKCMepUMEHTa 3aK/bydyjemMo Aa KpeTare
KAaTHa KapaKTepulle jaka 3aBWCHOCT O NapameTapa Kojuma ce cucTem onucyje (Hnp.,
KOHCTaHTe onpyre, mace Tera, Ay»WHe onpyre) v o4 NoYyeTHMX ycaoBa. Mana npomeHa oBuMX
napameTtapa MOe AOBECTU 40 APACTMYHMX NPOMEHA Y NOHallakby HelrHeapHor cuctema.
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